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was introduced (Figgis, Reynolds & Williams, 1980) 
to allow sufficient radial flexibility in the form factor 
when moving from the free ion to the molecule. 
However, these results indicate that the expansion of 
the form factor in reciprocal space, owing to the 
inclusion of correlation effects, corresponding to a 
contraction of the orbitals in real space, has virtually 
eliminated the need for the radial parameter X 3d-3a. 
Thus it seems the radial parameter was, in this case, 
accounting for small inadequacies owing to the use 
of free-ion form factors in the crystal. 

Summary 

The inclusion of the more important double excitation 
configurations and all single configurations leads to 
changes in the single valence orbital HF form factors 
of transition-metal atoms which maximize at K/47r --- 
0 .4A -l ,  where they amount to --5% of the form 
factor at that value of K. The curves are, with one 
exception, expanded in reciprocal space, correspond- 
ing to a contraction of the spin density distribution 
in real space. For the ions with high-spin ground 
states the effects are much smaller. The changes in 
these form factors seem to be of relatively small 

importance in the analysis of spin density distribu- 
tions, at the present level of accuracy of the experi- 
mental measurement. Further examples may be con- 
sidered in the future using the CI form factors in the 
refining procedure. 

The X-ray form factors are contracted in reciprocal 
space by about the same absolute amount (Table 2) 
as the spin-only magnetic form factors are expanded. 
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Abstract 

From a given standard setting (O, A, B) (conventional 
unit-cell origin and vectors) of a two-dimensional 
space group G(p4),  it is possible, for each isomorphic 
subgroup g(p4), to select exactly one standard 
setting (o, a, b) subject to the following conditions. 
(1) Vector conditions: a = plA+p2B, b = -p2A+pIB,  

* English translations, 'not refereed', may be obtained from the 
authors upon request. 

t Auteur responsable, adresse actuelle: Ecole Nationale 
d'Ing6nieurs, B.P.W. 1038 Sfax, Tunisia. 

0108-7673/84/060624-08501.50 

Pl > 0, P 2 -  0 (Pl, P2 ~ 7/). (2) Origin conditions: (a) if 
(Pl + P2) is odd, then the coordinates X, Y of o, with 
respect to (O, A, B), obey the next conditions: X, Y 
integers, 0-< X < GCD(pl ,  P2), 0 <- Y < (p~ + p~)/ 
GCD(pl ,  P2), GCD = greatest common divisor; (b) if 
(Pl +p2)/GCD(pi,P2) is even, then 2X and 2Y are 
both even or odd, 0 < - X < G C D ( p l , p 2 ) ,  0 - < Y <  
(pE+pE)/2GCD(pl,p2); (c) if Pl, P2 are even and 
(pi+PE)/GCD(p~,p2) is odd then 2X and 2Y are 
both even or odd, O<-X<GCD(pi ,  p2)/2 and 0 -  < 
Y<(pE+p2)/GCD(pl ,P2).  In any case there are 
exactly (p2 +p2) subgroups relevant to the same vec- 
tor conditions. Tables of isomorphic subgroups p(4) 
are given for indices up to 25. 

O 1984 International Union of Crystallography 
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Introduction 

De nombreux travaux consacr6s aux sous-groupes 
spatiaux des groupes d'espace ont trait aux sous- 
groupes maximum (Ascher, 1968; Bertaut, 1976 a, b; 
Boyle & Lawrenson, 1972 a, b; Neubiiser & Wondrat- 
schek, 1966 a, b); les tables de sous-groupes figurant 
dans ces travaux sont souvent incompl&es pour deux 
raisons: d'une part, pour ce qui est des sous-groupes 
isomorphes, elles ne signalent que les sous-groupes 
de symbole 6nantiomorphe d'indice minimum sans 
donner aucune indication sur les sous-groupes 
isosymboliques et, d'autre part, elles ne fournissent 
aucune sp6cification d'origine quand plusieurs sous- 
groupes de m~me symbole sont caract6ris6s par des 
rep~res conventionnels ayant les m~mes vecteurs. 
D'autres travaux portent sur la d6dvation des sous- 
groupes isosymboliques (Billiet, 1973) et isomorphes 
(Bertaut & Billiet, 1979) mais ne d&erminent pas ceux 
qui sont maximum; de plus les tables de sous-groupes 
de ces travaux sont surabondantes car tousles rep~res 
conventionnels sont donn6s, en orientation et en 
origine, pour tousles sous-groupes de m~me symbole. 
Enfin, plus r6cemment, des travaux se sont attach6s 

la mise au point de m&hodes permettant la d6riva- 
tion complete et univoque des sous-groupes spatiaux 
(Billiet, 1980; Senechal, 1980). 

Le but que nous nous fixons est,/l  terme, l'6tude 
pr6cise des sous-groupes maximum isomorphes de 
tous les groupes spatiaux. Dans le pr6sent m6moire, 
nous nous limiterons ~ la d6rivation complete et uni- 
voque des sous-groupes isomorphes d'un groupe 
d'espace bidimensionnel de symbole p4; nous d6ter- 
minerons parmi ces sous-groupes ceux qui sont 
maximum dans un m6moire suivant. Ces r6sultats 
pourront &re directement appliqu6s ~ la d6rivation 
des sous-groupes maximum isomorphes des groupes 
spatiaux tridimensionnels des classes 4, 4 et 4/m. 

I. Derivation des rep~res conventionnels des sous- 
groupes isomorphes d'un groupe p4 

En dimension 2, les sous-groupes isomorphes admet- 
tent toujours le m~me symbole cristallographique que 
le groupe l'espace de d6part. Nous utilisons pour 
d6river ces sous-groupes une m6thode mise au point 
ant6rieurement (Billiet, 1973; Billiet, Sayari & Zar- 
rouk, 1978) ~ laquelle nous renvoyons le lecteur pour 
tout d6tail suppl6mentaire. Rappelons bri~vement 
qu'on d6termine les conditions qu'un rep~re conven- 
tionnel (o, a, b) d 'un groupe d'espace bidimensionnel 
g doit remplir par rapport ~ un rep~re conventionnel 
donn6 (O, A, B) d'un groupe d'espace G pour que 
les g6n6rateurs de g appartiennent h G e t  qu'en 
cons6quence g soit sous-groupe de G.* 

* Les rep~res conventionneis sont directs. 

Dans le cas du groupe G(p4),  le rep~re convention- 
nel est constitu6 d'une origine O situ6e sur un axe 4 
et de deux vecteurs perpendiculaires A e t  B de sorte 
que la maille ainsi d6finie soit 616mentaire (cf. Interna- 
tional Tables for X-ray Crystallography, 1952): le 
centre de cette maille est 6galement situ6 sur un axe 
4 (Fig. 1). La situation est analogue pout un rep~re 
conventionnel (o, a, b) du groupe g(p4) .  Les condi- 
tions pour que g(p4) soit sous-groupe de G(p4) 
s'expriment alors comme il suit (Sayari, Billiet & 
Zarrouk, 1978). 

(i) Les vecteurs a e t  b doivent ~tre des vecteurs de 
translation de G(p4):  

[a,b]=[A,B]S; 

S= nl ; nieT/;n2+n22 > 1.t 
n2 nl 

(ii) L'origine o doit &re situ6e sur un axe 4 de 
G(p4):  si Xo et Yo d6signent les coordonn6es de o 
par rapport ~ (O, A, B), alors 2Xo et 2 Yo doivent ~tre 
des entiers tous deux pairs (mode 1) ou tous deux 
impairs (mode 2). 

De cette mani6re, chaque sous-groupe p4 est 
obtenu une infinit6 de fois car, d'une part, plusieurs 
choix sont possibles pour l'orientation des vecteurs 
ae t  bet,  d'autre part, rorigine peut &re choisie d'une 
infinit6 de fa~ons diff6rentes. I1 est done n6cessaire 
de d6terminer chaque sous-groupes p4 de mani~re 
univoque en s61ectionnant un rep6re bien donn6 en 
orientation et en origine. 

II. Selection d'une orientation par sous-groupe 

Soit un sous-groupe g(p4) dont un rep~re conven- 
tionnel (0, a~, b~) est d6fini par les coordonn6es de 
son origine et la matrice S~ de type S: 

[a,, b,] = [A, B]S, ; 

S I = [ m l  - m 2 ] ; m , ~ Z ; m 2 + m 2  >1. 
m2 ml 

Alors ce sous-groupe admet exactement trois autres 
rep~res conventionnels (o, a2, 112), (0, a3, b3) et 

t Si n 2 +n22 = 1, (0, a, b) ne d6finit pas un sous-groupe propre 
mais constitue un autre rep~re conventionnel du groupe de d6part 
G(p4). 

o O B O  o 

o o 

0 0 0 0 
• Q • • • 

Fig. 1. (O, A, B) est un rep~re conventionnel du groupe G(p4). 
Les ronds noirs repr6sentent les axes 4 de mode 1 tandis que 
les ronds blancs repr6sentent les axes 4 de mode 2. 
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(0, a4, b4), de m~me origine, associ6s aux matrices $2, 
$3 et $4 de type S (Billiet, Sayari & Zarrouk, 1978; 
Sayari, Billiet & Zarouk, 1978) (Fig. 2)" 

[a2, b 2 ] :  [a~, b,][01 -10] 

=[A,B]S2;S2:[-m2 -m,]. 
ml m2 

:[A,B]S3;S3=[-ml m 2 ] .  
- m  2 - m  1 

m] 
=[A,B]S4;S4= - m l  m2 " 

Comme les vecteurs a~ et b~ ne sont pas nuls, l'un au 
moins des coefficients m~, m2 n'est pas nul. Quatre 
cas se pr&entent. 

(a) La direction du vecteur a~ est situ~e dans le 
quadrant angulaire semi-ouvert [A, B[ et celle de bl 
est situ~e dans [B, -A[ :  rn~ > 0 et m2-> 0.* Le rep~re 
(0, a~, b~) est le seul g avoir cette propri~t~ et seule 
la matrice S~ est du type P: 

[ -P2],p,~Z;p~ +p2> 1 ; p l > 0 ;  p2--0. p =  Pl 

P2 Pl 

(b) La direction du vecteur al est situ6e dans 
[B, -A[ :  m] <- 0 et m2 > 0. Le rep~re (o, a4, b4) est le 
seul h avoir des vecteurs dont les directions sont 
respectivement situ6es dans les quadrants semi- 
ouverts [A, B[ et [B, - A [  et seule la matrice $4 est du 
type P (Fig. 2). 

(c) La direction de al est situ6e dans I -A,  -B[:  
ml<O et m2<--0. Seul le rep~re (o,  a3, b3) voit ses 
vecteurs situ6s dans les quadrants [A, B[ et [B, - A [  
et seul $3 est de type P. 

(d) a~ est situ6 dans I -B,  A[: ml -> 0 et m2 < 0. Seul 
(0, a2, b2) voit ses vecteurs situ6s dans [A, B[ et [B, -A[  
et seul $2 est de type P. 

En d'autres termes, il est possible sans changer 
l'origine 0 de caract6riser le sous-groupe g(p4) par 
une matrice de type P et comme il n'existe pas 
d'autres rep~res conventionnels de g(p4) laissant 
l'origine 0 invariante cette matrice est unique. 

Remarque: Si P2 # 0 et si P2 # P], l'6change des r61es 
de Pl et P2 dans la matrice P conduit ~ un sous-groupe 
g'(p4) diff6rent de g(p4). Si p~=p~, get g' sont 
confondus, toute question d'origine mise ~ part. 

* Le quadrant angulaire semi-ouvert [A, B[ est ie secteur 
angulaire allant de la direction du vecteur A comprise ~t la direction 
du vecteur B non comprise. 

Dans ce qui suit, on supposera que les vecteurs a 
et b de g(p4) sont donn6s par une matrice de type 
P: leurs directions respectives seront donc situ6es 
dans les quadrants [A, B[ et [B , -A[ .  

III. Selection d'une origine par sous-groupe 

Consid~rons le groupe d'espace G(p4) rapport~ ~ sa 
maille conventionnelle (O, A, B): ses axes 4 sont de 
deux sortes (Fig. 1). I1 y a d'abord les axes 4 dont 
les coordonn6es X et Y sont des entiers (2X, 2Y 
pairs, mode 1); il y a ensuite ceux dont les coordon- 
n6es sont des demi-entiers (2X, 2Y impairs, mode 
2). Les axes 4 des sous-groupes p4 appartiennent 
l'un et (ou) l'autre mode selon le cas. 

Exposons sur quel principe repose la s61ection 
d'une origine pour chaque sous-groupe.t Pour toute 
matrice P, il existe un sous-groupe g°(p4) dont 
l'origine est confondue avec l'origine O de G(p4).  
Ce sous-groupe poss~de deux axes 4 situ& dans la 
maille conventionnelle 616mentaire (O, a, b) et reli6s 
par la vecteur (a +b) /2  (Fig. 3); de m~me, tout autre 

t ll y a de nombreuses fa~ons de s61ectionner une origine par 
sous-groupe. Celle que nous pr6sentons ici a l'avantage d'etre tr~s 
facilement mise en ouvre du point de vue num6rique. 

o o o o ~ 0  o B o 

o" o "~~bP" q~~o o 
• a~ 

o\- " 
o o l : s ~ o  o o o 

Fig. 2. Les carr~s repr~sentent les axes 4 du sous-groupe g(p4) 
d6fini par le rep~re conventionnel (o, a~, b]): a~ = - A  +2B, b~ = 
- 2 A - B , X  o=I, Yo=-3. 

3 4 5 1 2 3 4 5 1 
0 2 0  3 0 4 0 5  0 1 b ©  2 0 3  0 4  0 

o , , o s ~ 1 7 ~ 7 % ' ~  4 s b', 

4 e 5 e 1 e 2 ~ 1  0 4 0 5  e 1 • 2 
© 3 © 4 0 5 © a  © 2 0 3 © 4 © 5 ©  
1 2 3 4 5 1 2 3 4 

Fig. 3. Le sous-groupe g°(p4) est d~fini par: a = 2 A + B ,  b=  
- A  +2B; il y a quatre autres sous-groupes d6finis par les m~mes 
relations vectorielles et des origines diff6rentes. Les axes quater- 
naires de ces cinq sous-groupes sont rep6r&, pour chacun d'entre 
eux, par un nombre allant de 1 h 5. La maille (O, a', b') de g°(p4) 
est d6fine par: a ' = A - 2 B ,  b '=5B. Les mailles (O,a ,b )  et 
(O, a', b') et le rectangle R contiennent chacun deux axes 4 de 
chacun des cinq sous-groupes. 
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sous-groupe p4 relevant de la m~me matrice P, mais 
d'origine diff6rente, poss6de deux axes 4 situ6s dans 
la maille (o, a, b) de gO et reli6s par le vecteur (a :t: b)/2 
(Fig. 3). Comme la maille (O, a, b) contient 2 D& P 
axes 4 du groupe G, le nombre de sous-groupes 
relevant de la matrice P est 6gal ~ n = D& P = p2 +p22. 
Tout autre maille 616mentaire de gO contient aussi 
deux axes 4 de chacun des n sous-groupes p4 d6finis 
par la matrice P, en particulier, une maille 616mentaire 
(O, a', b') dont le vecteur b' est eolin6aire au vecteur 
B e t  de m~me sens (Fig. 3). C'est encore le cas du 
rectangle R construit sur O et b' et admetant la m~me 
hauteur que le parall~logramme (O, a', b'). Puisque 
chaque axe 4 est une origine conventionnelle possible 
pour un sous-group d6fini par la matrice P, il s'agit, 
pour identifier chacun des n sous-groupes, de d&er- 
miner les n couples d'axes 4 situ6s dans le rectangle 
R, c'est-~i-dire, de ne consid6rer finalement qu'un seul 
axe 4 par couple, dans ce rectangle. 

Nous allons d'abord construire la maille (O, a', b') 
de gO et le rectangle R et nous d6montrerons ensuite 
les propd6t6s de d6nombrement des axes 4 6nonc6es 
ci-dessus. Sans changer l'origine O, consid6rons le 
changement de maille 616mentaire de gO d6fini par 

[a', b') = [a, b]Q; 

O =  _q f a v e c D & Q = p f + e q = l .  

On a [a', b'] = [A, B]M avec M = PQ, c'est-fi-dire, 

M=[PlP+P2q ple-p2f]  
LP2P--Plq p2e +pl f  ]" 

Soit D(p~,p2) le plus grand commun diviseur 
(PGCD) de p~ et P2, d6finissons les quantit6s p~ = 
Pl/D(pl, P2) et P~=p2/D(pl,P2); P~ et p~ sont des 
entiers premiers entre eux. I1 est donc possible de 
choisir e et f respectivement 6gaux ~ p~ et p~ car, 
dans ces conditions, il existe au moins deux entiers 
p e t  q tels que pf+eq =pp~ +p~q= 1 (th60r~me de 
Bezout). Il en r6sulte: 

M = [ D( p,, p2) 0 ] 
I_P2P-P~q (pE +p2)/D(p~,p2) " 

La matrice M d6finit bien une maille 616mentaire 
(O, a', b') de g°(p4) dont le vecteur b' est colin6aire 

B. Le rectangle R e s t  alors d6fini par les vecteurs 
AD(p~, P2) et B(p 2 +p2)/D(p~, P2) port6s ~ partir du 
point O. Ce rectangle contient 2(pE+p 2) axes 4 du 
groupe G e t  les coordonn6es X, Y de ces axes rela- 
tives ~ (O, A, B) remplissent les conditions suivantes 
(Fig. 3): 

(i) 2X et 2 Y sont des entiers de m~me parit6; 
(ii) 0 - X < D(p~, P2); 
(iii) 0 < - Y < (p2 +p2)/D(p~, P2). 

Pour la moiti6 d'entre eux ces axes 4 sont de mode 
1, les autres sont de mode 2. 

Consid6rons maintenant un sous-groupe g(p4) 
relevant de la matrice P e t  d'une origine o de co- 
ordonn6es Xo, Yo relatives ~ (O, A, B). Si o n'est pas 
situ6 dans le rectangle R, construisons une autre 
origine conventionnelle possible pour g(p4) et situ6e 
dans R. Pour cela posons DI = D(pl,p2) et D2 = 

(p2+p2)/D(p~,pl). Soit alors kiD1 le plus grand 
multiple de DI inf6rieur ou 6gal ~ Xo ; ce qui se traduit 
par: 

kiDl<-Xo<(kl+l)Dl,  klEZ. (I) 

De mSme, soit k 2 O  2 le plus grand multiple de 0 2 
inf&ieur ou 6gal ~ Yo-k l (p2p-plq) :  

k2D2 <- Yo - kl(p2p-plq) < ( k2 + 1)D2, 

k2 ~ Z. [I'] 

Consid6rons alors le point 01 d6fini par le vecteur o01: 

001 = - a ' k l  - b'k2 

=-ADIk l -B[ (p2p-p lq )k ,  + D2k2]. 

Comme kl et k2 sont des entiers, le vecteur o01 est 
un vecteur de translation de g(p4) et 01 est une autre 
origine conventionnelle possible pour ce sous-groupe. 
Voici les coordonn6es Xol, Yol de cette origine par 
rapport ~ (O, A, B): 

Xo, = Xo - DI kl 

et 

Yo, = Y o - [ ( p 2 p - p , q ) k ,  + D2k2]. 
En tenant compte de (I) et (I'), on aboutit ~: 

0<_ Xo, < D( pl, p2) 

et 

0<_ yo <(p  2 +pE)/D(pl, p2). 

Ce qui d6montre que 01 est bien situ6 fi l ' int6deur du 
rectangle R. Remarquons que 2Xo, 2 Yo, 2Xo,, 2 Yo, 
sont des entiers de m~me pafit6; en d'autres termes, 
0 et 01 sont des origines de m~me mode. 

Ainsi que nous allons le montrer maintenant, le 
sous-groupe g(p4) admet une autre origine situ6e 
dans le rectangle R. Quatre cas se pr6sentent. 

1 er cas. Supposons pl et p2 de parit6s diff6rentes. 
Soit 02 le point d6fini par le vecteur 002= (a +b) /2 ;  
02 est bien une origine conventionnelle possible pour 
le groupe g(p4) et on a: o02--A(pl-P2)/2- 
B(pl +p2)/2. On en tire les coordonn6es de 02 par 
rapport ~ (O, A, B): 

Xo~ = Xo +(p,-p2)/2 

et 

Yo~ = Yo +(p, +p2)/2. 
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Comme p~ et P2 ont des parit6s diff6rentes, 2Xo~ et 
2 Yo~ sont des entiers de la m~me parit6 mais oppos& 

celle de 2Xo et 2 Yo: si o est de mode 1 (respective- 
ment 2), 02 est de mode 2 (respectivement 1). Par le 
proc6d6 expos6 dans le paragraphe pr6c6dent, il est 
loisible de construire ~ partir de o2 une origine con- 
ventionnelle possible 03 pour le groupe g(p4)  et situ6e 

l 'int6rieur du rectangle R: o3 sera de m~me mode 
que o2. En conclusion, si o~ est de mode 1 (respective- 
ment 2), 03 sera de mode 2 (respectivement 1). Dans 
ces conditions g(p4)  poss~de une origine et une seule 
du mode 1 situ6e ~ l'int6rieur du rectangle R et 
donn6e par les coordonn6es X, Y relatives ~ (O, A, B) 
(Fig. 4): 

X et Y entiers, 0 < - X < D(p t ,  P2), 

0 _  < y < ( p 2  +p22)/D(pt, pz). 

I1 y a donc autant de sous-groupes qu'il y a d'origines 
de mode 1 dans le rectangle R. Celles-ci sont au 
nombre de Det P car il y a D(pl ,  pz) valeurs possibles 
pour X et (p~ +p2~)/D(p~, P2) valeurs possibles de Y 
pour chaque valeur de X. 

2~me cas. Supposons p~ et P2 impairs. Alors P'1 = 
2k3+1 et p ~ = 2 k a + l  (k 3 et k4~Z). Supposons de 
plus que l 'origine o~ v6rifie les conditions suivantes: 

0 <- Xo, < D ( p t ,  P2), 

0 -  < Y0, < (p 2 +p~)/2O(pl ,  P2); 

ce qui revient ~ dire que o~ est suppos6 &re situ6 
dans la premiere moiti6 du rectangle R d6finie par 
l 'origine O e t  les vecteurs AD(p t ,  P2) et B(p2+ 
p2)/2D(pl ,P2).  Soit alors 04 le point d6fini par le 
vecteur o~ 04: 

OlO4 = (a + b ) / 2  +ak4 +bk3; 

c'est bien une autre origine conventionnelle possible 
pour le groupe g(p4):  

oio4 = (a + b ) / 2  + a ( p ~ -  1)/2 +b (p '~ -  1)/2 

= B(P 2 +P2)/2D(p, ,  P2); 

o o O B O  o o o o 
• • O o - - - ~  ........ o ....... • ...... • ...... • 

o o | o ° a o  o O l o  o i o 
• m A |  ....... • ....... • ....... • ....... m ....... e R  

o O  o a P ~ o O  ~ o 0 o o 
• • • 

• • • 

0 0 0 0 
• • , , , 

o a ~  o o o o o o 
• • • ~ • • • • 

Fig. 4. Le sous-groupe g(p4) est d6fini par: a=2A+B, b= 
-A + 2B, Xo = I, Yo = _3. Le rectangle R contient deux origines 
possibles pour ce sous-groupe: o~ est de mode 2, o3 est de mode 
1. o3 est l'origine s61ectionn6e pour g(p4). 

on en d6duit les coordonnes de 04 par rapport  
(O,  A, B):  

Xo4 = Xo; 

et 

Yo, = Yo, +(p2 +p2) /2D(p, ,p2);  

0 < - )(o4< D(pl ,  P2) 

et 

(p2 +p2) /2D(pl ,  P2)< - yo <(p2 +p~) /D(pl ,  P2); 

04 est donc une origine de m~me mode que Ol et 
situ6e dans la seconde moiti6 du rectangle R. De 
m~me, si on suppose que 01 est situ6 dans la seconde 
moiti6 de R, on peut montrer que le groupe g(p4)  
poss~de une autre origine conventionnelle o5, de 
m~me mode, situ6e dans la premiere moiti6 de R et 
d6finie par le vecteur O10 5 = - - ( a  + b)/2 - a k 4 - b k 3 .  En 
d'autres termes, g(p4)  possbde une origine et une 
seule situ6e dans la premibre moiti6 de R, c'est&-dire, 
d6finie par les coordon6es X et Y relatives ~ (O, A, B) 
(Fig. 5): 

2X et 2 Y entiers de m~me parit6, 0-< X < D(p l ,  P2), 

O< - y < (p2 +p~)/2D(pl ,  P2). 

I1 y a autant  de sous-groupes que d'origines v6rifiant 
ces conditions; comme X peut prendre 2D(pl ,p2)  
valeurs possibles et comme Y peut prendre (p2+ 
PE)/2D(pi,  P2) valeurs possibles pour chaque valeur 
de X, il y a D6t P sous-groupes diff6rents. Pour la 
moiti6 d'entre eux, ces sous-groupes ont des origines 
de mode 1 et les autres ont des origines de mode 2. 

3~me cas. Supposons Pl et P2 pairs avec P'I et p~ 
impairs. Le raisonnement est analogue au 2~me cas 
et les r6sultats sont les m~mes (Fig. 6). 

4~me cas. Supposons Pl et P2 pairs avec p~ et p~ 
de parit6s diff6rentes. Dans ces conditions, il existe 

o o o o o 

0 0 0 0 0 0 

o o o  7 . o  o . o l o  o o o 
o o o 0 ~ o  o 0 o o 

• • • ~ o • • • • o O B O  o o o R 
O O ~ l m .  ...... o ...... o ...... o ...... o ....... o ...... o ...... o ...... o ...... • 

o l o  o o o o o ° , o i  
A l l  ....... o ...... e ...... e ...... • ...... • ....... • ....... • ...... • ...... • ....... ~b 
o o 0 o o o o 0 o o o 

Fig. 5. Le sous-groupe g(p4) est d6fini par: a=A+3B, b= 
-3A+B, Xo =-3, Yo =I. Ces sous-groupe ne poss~de que des 
axes 4 du m~me mode 2. Le rectangle R contient deux origines 
possibles pour ce sous-groupe: o~ est situ6 dans la seconde moiti6 
et o s dans la premiere moiti6, o 5 est l'origine s61ectionn6e pour 
g(p4). 
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au moins un couple de nombres impairs (2k5+1), 
(2k6 + 1) tels que: 

(2ks+l)p~-(2k6+l)p'2=l (ks, k6 ~ Z).* 

Par ailleurs, soit kTD2 le plus grand multiple de/92 
inf6deur ou 6gal ~ Y ' =  Yo, +p~/2 +p2/2 +p2k5 +plk6: 

kaD2 -< Y ' <  (k7 + 1)D2, k7 ~ 7/. (II) 

Supposons de plus que les coordonn6es de o~ relatives 
(O, A, B) v6rifient les conditions suivantes: 

O<-Xo,<D(p,,p2)/2, 
0 -  Yo< (p~ +p2)/D(p,,p2); 

(II') 

ce qui revient ~ supposer o~ situ6 dans la premiere 
moiti6 du rectangle R d6finie par l'origine O e t  les 
vecteurs AD(pl, P2)/2 et B(p2+pE)/D(pl, P2). 
Remarquons au passage que ce ddcoupage du rec- 
tangle R est diff&ent de celui des 2~me et 3~me cas. 
Consid6rons alors le point 06 d6fini par le vecteur 
o 106: 

O I O  6 = ( a +b) /2  + a ( k s -  k7 p~) +b( k 6 - k7p~); 

06 est bien une autre origine conventionnelle possible 
pour g(p4) et on d6montre sans difficult& 

O i O  6 = ADI/2 +B(p l /2  +p2/2 +p2k5 

• +pz  ~6- -  ~7D2) .  

On en d6duit les eoordonn6es de 06 relatives 
(O,A,B): 

Xo~ = Xo, + D1/2, 

Yo, = Yo, +p,/2 +p2/2 +p2k5 +p, k6-k7D2. 

* En effet x et y 6tant premiers entre eux, il existe au moins un 
couple d'entiers h, k tels que hx + ky = l (th6or6me de Bezout). 
Supposons x pair et y impair, alors k est n6cessairement impair. 
Si h e s t  impair, le couple h, k est un couple de nombres impairs 
r6pondant ~ la question. Si h est pair, posons h' = h + y e t  k' = k - x, 
alors h'x+k'y= 1 et le couple h', k' est un couple de nombres 
impairs r6pondant ~ la question. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

o ° o m o ° o m o ° ~ o x ° o m o  

o ° o ° o ° o ° / o ° o ~ t 3 ° o  
• • o o %  • • • ) ,  

o O B O  o t:~ o o ~ o 
0 9 - - ~  ...... • ...... .-+ .... ..'% • , , ." • 
O ~ O o O + O o p + % , . . a "  o o 
A I  nT~ 6 i f 4  e ~lYa • • 
o o o i o o o o o o 

o ....... • ....... 6 ...... • ...... ol:l • • • 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Fig. 6. Le sous-groupe g(p4)  est d~fini par: a = 2 A + 2 B ,  b =  
- 2 A  +2B, X o = - 1 ,  Yo=3. Ce sous-groupe ne poss~de que des 
axes 4 de mode 1. Deux origines, ol et %, sont possibles pour  
ce sous-groupes dans le rectagle R;  o~ est l'origine s61ectionn6e 
car elle est situ6e dans la premiere moiti& 

En tenant compte de (II) et (II'), on aboutit fi: 

D(p,, p 2 ) / 2 -  < Xo+ < D(p,, P2), 

0 <- Yo~<Cp2+p2)/D(p,,p2); 

06 est done une origine de m~me mode que 01 et 
situ6e dans la seconde moiti6 du rectangle R. De la 
mSme fa~on, si on suppose que o~ est situ6 dans la 
seconde moiti6 de R, on peut montrer que g(p4) 
poss~de une autre origine conventionnelle 07, de 
m~me mode, situ6e dans la premiere moiti6 de R et 
definie par le vecteur 0~07: 

OiO 7 = - ( a  + b ) / 2 - a ( k 5  + k7 p~) +b(k6.+ k7p~) 

(~ condition de remplacer la quantit6 Y' par la quan- 
tit6 Y"=Yo~-pl/2-p2/2-p2ks-p~k6). En con- 
clusion g(p4) poss~de une origine conventionnelle 
et une seule situ6e dans la premiere moiti6 du rec- 
tangle R, c'est-h-dire, d6finie par les coordonn6es X 
et Y relatives h (O, A, B) (Fig. 7): 

2X et 2 Y entiers de m~me parit6, 

0 <- X < D(pl, p2)/2, 

O< y<(p2  +p2)/O(p,,p2)" 

I1 y a done autant de sous-groupes que d'origine 
situ6es dans le demi-rectangle en question. Celles-ci 
sont au nombre de D6tP car X peut prendre D(pz, P2) 
valeurs et Y peut prendre (p2 +p2)/D(pl ' P2) valeurs 
pour chaque valeur de X. Ces sous-groupes ont, pour 
la moiti6 d'entre eux, des origines de mode 1, et pour 
le reste, des origines de mode 2. 

Conclusion. Quels que soient pl > 0 et p2 > 0, i l y  a 
exactement D & P = p 2 + p 2  sous-groupes de meme 
orientation d6finie par la matdce P e t  d'origines 
diff&entes. Du point de rue de la th60de des groupes, 
les axes 4 de mode 1 sont conjugu6s dans G; de 
m~me les axes 4 de mode 2 sont conjugu6s dans G; 

0 0 0 0 0 0 ODJlt ~ 0 0 0 
I i  

• • • • • o j ~ o  \ o  • • • 

° o  ° .  ° .  ° ~ + ~ :  . ° o ° k °  o ° o ° " 
o.. O B O  ocF_ o o o o ~_ o o 

. . . . . . . .  . . . . . . . .  . . . . . .  . . . . . . . .  . . . . . . . .  . . . . . . . . .  . 

o j . o  o o \ o  o o "7o  o ' \ o  o i 

o + o  o o ~ o o o o + , , , ~ O . , o +  
6 ,  . . . . . . . .  • . . . . . . . .  • . . . . . . . .  • . . . . . .  \ o .  . . . . . . .  • . . . . . .  . o .  . . . . .  o - / : ~ , , ~ o  . . . . . . . .  • . . . . . . . .  6 
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Fig. 7. Le sous-groups g(p4)  est d6fini par: a = 4 A + 2 B ,  b =  
- 2 A + 4 B ,  X o =-½, Yo =I. Ce sous-groupe ne poss6de que des 
axes 4 de mode 2. I1 y a deux origines possibles, ol et o7, situ6es 
dans le rectangle R ;  l'origine o 7 est selectionn6e pour  g(p4)  
puisqu'elle est situ6e dans la premiere moiti6 de R. 
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mais les axes de mode 1 ne sont pas conjugu6s des 
axes de mode 2, ils sont seulement 6quivalents par 
les automorphismes ext6deurs de G. Il en r6sulte, si 
D6t Pes t  impair, c'est-h-dire, si p~ et P2 sont de parit6s 
diff6rentes ( ler  cas), que les D6t P sous-groupes for- 
ment une seule classe de conjugaison car chacun 
poss~de des axes 4 de mode 1 et des axes 4 de mode 
2. Si D& P e s t  pair, c'est-h-dire, si p~ et P2 sont de la 
m~me parit6 (2~me, 3~me et 4~me cas), les sous- 
groupes se r6partissent en deux classes de con- 
jugaison comprenant chacune D6t P/2 sous-groupes, 
car chaque sous-groupe ne poss~de que des axes 4 
appartenant h u n  seul mode; mais tous ces sous- 
groupes sont 6quivalents par les automorphismes 
ext6rieurs de G. Dans le cas off Pl # P2 Y~ 0 ,  il existe 
une matrice P',  de m~me d&erminant, qui ditf6re de 
la matrice P par l'interversion des r61es de p~ et P2; 
les D6t P sous-groupes correspondants ~ P'  sont 
diii6rents des D& P sous-groupes correspondants 
P, ils ne sont pas conjugu6s de ces derniers mais ils 
]eur sont 6quivalents par les automorphismes 
ext6deurs de G. 

IV. Tables  de sous-groupes isomorphes 

Dans le cas des sous-groupes isomorphes, le d~ter- 
minant de la matrice de passage est 6gal ~ l'indice 
(Billiet, 1973). Les m6thodes mises au point pr6- 
c6demment permettent d'61aborer sans difficult6 des 
tables de sous-groupes isomorphes p4 donnant, par 
indice croissant, le nombre de sous-groupes, leur 
'identit6' (orientation et origine) et leurs relations 
d'6quivalence (conjugaison dans G, 6quivalence par 
les automorphismes ext6rieurs de G: en abr6g6, AEG- 
6quivalence). Pour terminer ce m6moire, nous don- 
nons quelques exemples de tables de sous-groupes 
isomorphes p4, c'est-?i-dire, pour tousles indices per- 
mis entre 2 et 25. 

Indice 2 (2~me cas): 2 sous-groupes, non con- 
jugu6s, AEG-6quivalents. 
P l  = P 2  = 1. 

l ~re classe: 1 sous-groupe: X = Y = 0. 
2~me classe: 1 sous-groupe: X- -  y=_i 2. 

Indice 4 (4~me cas): 4 sous-groupes AEG-6quivalents. 
P l  = 2, P2  = 0 .  

1 ~re classe' 2 sous-groupes conjugu6s: 
X = 0 ;  Y = 0 ,  1. 

2~me classe: 2 sous-groupes conjugu6s: 
X=½;  Y=½, 3. 

Indice 5 (ler  cas): 10 sous-groupes AEG-6quivalents 
(Fig. 4). 
(a) Pl = 2, P2 = 1. 

5 sous-groupes conjugu6s: X - - 0 ;  Y = 0 ,  1, 2, 3, 4. 
(b) Pl = 1, P2 = 2. [La suite comme (a).] 

Indice 8 (3~me cas): 8 sous-groupes AEG-6quivalents 
(Fig. 6). 

Pi =P2 = 2. 
l~re classe: 4 sous-groupes conjugu6s: 

X = 0 ,  l;  Y = 0 ,  I. 
2~me classe: 4 sous-groupes conjugu6s: 

X=½, 3; y_½,  3. 

Indice 9 (ler cas)" 9 sous-groupes conjugu4s. 
Pt = 3, P2 = 0. 

X = 0 ,  1,2;  Y = 0 ,  1,2. 

lndice 10 (2~me cas): 20 sous-groupes AEG- 
6quivalents (Fig. 5). 
(a) Pl = 3, P2 = 1. 

l~re classe: 5 sous-groupes conjugu6s: 
X = 0 ;  Y = 0 ,  1 , 2 , 3 , 4 .  

2~me classe: 5 sous-groupes conjugu6s: 
X = ! .  2,  y_½,  3, 5, 7, 9. 

(b) Pl-- 1, P2 = 3. lEa suite comme (a).] 

Indice 13 (ler cas): 26 sous-groupes AEG- 
6quivalents. 
(a) Pi = 3, P2 -- 2. 

13 sous-groupes conjugu6s: 
X = 0 ;  Y = 0 ,  l , . . . , l l ,  12. 

(b) Pl = 2, P2 = 3. [La suite comme (a).] 

Indice 16 (4~me cas): 16 sous-groupes AEG- 
6quivalents. 
P l = 4, P2 = 0. 

1 ~re classe: 8 sous-groupes conjugu6s: 
X - - 0 ,  l; Y--0,  l, 2, 3. 

2~me classe: 8 sous-groupes conjugu6s: 
~ " w l  3. V I 3 5 7  

lndice 17 (ler cas)" 34 sous-groupes AEG- 
6quivalents. 
(a) P l = 4 ,  p2=l -  

17 sous-groupes conjugu6s: 
X = 0 ;  Y = 0 ,  l, . . ,  15, 16. 

(b) Pl = 1, P2 = 4. lEa suite comme (a).] 

Indice 18 (2~me cas)" 18 sous-groupes AEG- 
6quivalents. 
P l  = P 2  = 3. 

1 ~re classe: 9 sous-groupes conjugu6s: 
X = O ,  1,2; Y=O, 1,2. 

2bme classe: 9 sous-groupes conjugu6s: 
X=½,3 ,~ ;  y_½,32, -52. 

lndice 20 (4~me cas): 40 sous-groupes AEG- 
6quivalents (Fig. 7). 
(a) Pl = 4, P2 = 2. 

1 bre classe: 10 sous-groupes conjugu6s: 
X = 0 ;  Y = 0 ,  1 , . . . ,  8,9.  

2bme classe: 10 sous-groupes conjugu6s: 
. - .  = ~ ,  - - : ~ ,  ~ , .  

(b) Pl = 2, P2 = 4. [La suite comme (a).] 

lndice 25 (1 er cas~): 75 sous-groupes; les sous-groupes 
(b) et (c) sont AEG-6quivalents. 



YVES BILLIET ET ABDELHAMID SAYARI 631 

(a) Pl =5,  p2=0. 
25 sous-groupes conjugu6s: 

X = 0 ,  1 , 2 , 3 , 4 ;  Y = 0 ,  1 , 2 , 3 , 4 .  
(b) Pl = 4, P2 = 3. 

25 sous-groupes conjugu6s: 
X = 0 ;  Y = 0 , 1 , . . . , 2 3 , 2 4 .  

(c) Pl = 3, P2 = 4. [La suite comme (b).] 

Nous tenons ~ remercier le Professeur E. F. Bertaut 
pour de fructueuses discussions, notamment sur la 
s61ection d'une origine par sous-groupe. 
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Abstract 

Two-colour two-dimensional crystals may be con- 
sidered as heightened projections of (2 + 1)- 
dimensional semi-crystals. In these semi-crystals, the 
structure spreads on both sides of a plane; the posi- 
tions are repeated by a translation lattice parallel to 
the plane; there is no crystal-lattice repetition in the 
third dimension. It is possible to classify the two- 
colour two-dimensional crystals as follows: (1) One- 
colour crystals, which are the projections of the semi- 
crystals whose equivalent positions are all situated 
on the same side of the plane for a given set. (2) 
Two-colour crystals based on ordinary lattices, which 
are the projections of the semi-crystals possessing 
equivalent positions situated on both sides of the 

* English translations 'not refereed' may be obtained from the 
authors upon request. 
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plane; but this plane is neither a reflection nor a glide 
plane of the semi-crystals. (3) Two-colour crystals 
based on coloured lattices, which are also the projec- 
tions of the semi-crystals possessing equivalent posi- 
tions on both sides of the plane; this plane is a glide 
plane of the semi-crystals. (4) Grey crystals, which 
are the projections of the semi-crystals with 
equivalent positions on both sides of the plane; this 
plane is a reflection plane of the semi-crystals. The 
sets of equivalent positions of the coloured groups 
are easily obtained from the sets of equivalent posi- 
tions of the symmetry groups of the semi-crystal by 
a method due to Wood [Bell Syst. Tech. J. (1964), 43, 
541-559; Bell Teleph. Syst. Tech. Publ. (1964), 
Monogr. No. 4680]. 

Introduction 

Le present travail a pour origine notre int~r~t pour 
la connexion des families de Wyckoff dans les 
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